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 )االف1

𝑦" =
𝑥% − 2𝑦%

𝑥𝑦  

تغیيیير نکكند. بنابراایين  𝜆𝑦وو  𝜆𝑥به  𝑦وو  𝑥يییي فوقق همگن باشد، بایيد سمت ررااست معاددله با تغیيیير کكه معاددلهبراايییي آآنن

 دداارریيم:

𝑦" =
𝜆𝑥 % − 2 𝜆𝑦 %

𝜆𝑥 𝜆𝑦 ⟹ 𝑦" =
𝜆% 𝑥% − 2𝑦%

𝜆% 𝑥𝑦 =
𝑥% − 2𝑦%

𝑥𝑦  

𝑦ر متغیير یيحل معاددلاتت ههمگن اازز تغیيبراایی  = 𝑢𝑥 ددههد کكه نتیيجه میى𝑦" = 𝑢 + 𝑢"𝑥 کكنیيم.، ااستفادده میى 

 𝑢 + 𝑢"𝑥 =
𝑥% − 2𝑢%𝑥%

𝑢𝑥% ⟹ 𝑥
𝑑𝑢
𝑑𝑥 =

1 − 2𝑢%

𝑢 − 𝑢 ⟹ 𝑥
𝑑𝑢
𝑑𝑥 =

1 − 3𝑢%

𝑢 	
  

⟹
𝑢

1 − 3𝑢% 𝑑𝑢 =
1
𝑥 𝑑𝑥	
  	
  

	
  
	
  	
   −

1
6 ln 1 − 3𝑢

% = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑐	
  	
   

𝑢گذاارریی ددرر پایيانن با جایی = 6
7


	آآیيد.جواابب معاددله بدست میى   

−
1
6 ln 1 − 3(

𝑦
𝑥)

% = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑐	
  	
   


	)بب١۱  

𝑦" +
2
𝑥 𝑦 =

1
1 − 𝑥 𝑦

% 

𝑛یی فوقق یيک معاددله مرتبه ااوولل برنولیى با همعاددل =  کكنیيم.ضربب میى %:𝑦ااست، اابتداا طرفیين معاددله فوقق رراا بر  2

(𝑦:%)𝑦" +
2
𝑥 𝑦

:; =
1

1 − 𝑥 

𝑢سپس با تغیيیير متغیير   = 𝑦:; ددههد کكه نتیيجه میى𝑢" = −𝑦:%𝑦" :دداارریيم 

−𝑢" +
2
𝑥 𝑢 =

1
1 − 𝑥 ⟹ 𝑢" −

2
𝑥 𝑢 = −

1
1 − 𝑥 
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"𝑦ااگر فرمم ااستانداارر معاددله مرتبه ااوولل خطیي به صوررتت  + 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑞(𝑥) جواابب آآنن به صوررتت ، تعریيف شودد

 ززیير خوااههد بودد.

𝑦 = 𝑒: ? 7 @7 𝑞 𝑥 	
  𝑒 ? 7 @7𝑑𝑥 + 𝑐  

𝑝ددرر اایين سواالل  𝑥 = − %
7

𝑞وو   𝑥 = − ;
;:7

 نن ددرر فرمولل فوقق خوااهیيم ددااشت:گذاارريییي آآکكه با جايییي خوااهد بودد 

 

𝑦 = 𝑒: :%7@7 	
  −
1

1 − 𝑥 𝑒
:%7@7𝑑𝑥 + 𝑐 ⟹ 	
  y = 𝑒% BC 7 −

1
1 − 𝑥	
  𝑒

:% BC 7𝑑𝑥 + 𝑐	
    

⟹ 𝑦 = 𝑥%
1

𝑥 − 1

	
  

	
  
𝑥:%𝑑𝑥 + 𝑐 ⟹ 𝑦 = 𝑥%

1
𝑥% 𝑥 − 1

	
  

	
  
𝑑𝑥 + 𝑐 	
  

 به صوررتت کكسرههایی جزئیى قابل حل ااست. گسترششزز ررووشش اانتگراالل فوقق به ررااحتیى اا

1
𝑥% 𝑥 − 1 =

𝐴
𝑥 − 1 +

𝐵
𝑥 +

𝐶
𝑥% ⟹ 𝐴 = 1, 𝐵 = −1, 𝐶 = −1 


	بنابراایين جواابب نهایيیي به صوررتت ززیير خوااهد بودد.  

𝑦 = 𝑥% ln 𝑥 − 1 + ln 𝑥 −
1
𝑥 + 𝑐 	
  

 )جج1

𝑥%𝑦"" − 2𝑥𝑦" + 2𝑦 = 𝑥H + 1 
 

لر مشخصه کكوشیي ااوویي معاددله همگن،پاسخ  براايییي یيافتن ددرر اابتداا یي ااوویيلر وو ناهمگن ااست.معاددله فوقق اازز نوعع کكوش

 ددهیيم.رراا به صوررتت ززیير تشکكیيل میي

λ λ − 1 − 2λ + 2 = 0 ⟹ λ − 2 λ − 1 = 0	
  


	ههایی جواابب معاددله ههمگن:پایيه  𝑥	
 %𝑥وو    

يییي هاازز رراابطررووشش پاسخ خصوصیي  اایينکكنیيم. ددرر براايییي یيافتن جواابب خصوصیي اازز ررووشش تغیيیير پارراامتر ااستفاددهه میي

 ززیير قابل محاسبه ااست.

𝑦? = 𝑦;
𝑤;
𝑤 𝑑𝑥 + 𝑦%

𝑤%
𝑤 𝑑𝑥	
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آآیيند. ( به ررااحتیى اازز رروواابط ززیير بدست میى %𝑤وو  ;𝑤، 𝑤هايییي جواابب معاددله همگن ااست وو پایيه %𝑦وو  ;𝑦کكه 

 بالاتر تعمیيم دداادد). ههاییبا مرتبه تواانن فرمم جواابب وو اایين رروواابط رراا به معاددلهمیى

𝑤% =
𝑦; 0
𝑦;" 𝑅 =

𝑥H + 1
𝑥

	
  𝑤; =
0 𝑦%
𝑅 𝑦%"

= −𝑥H − 1	
  𝑤 =
𝑦; 𝑦%
𝑦;" 𝑦%"

= 𝑥%	
  

𝑅براابر با یيک باشد ""𝑦اایی ااست کكه ضریيب هقسمت ناههمگن معاددل 𝑅رروواابط فوقق ددرر  = 7MN;
7O

گذاارریی جایی. با 

 یی مقاددیير فوقق جواابب خصوصیى براابر ااست با:ههایی جواابب وو محاسبهپایيه

𝑦? = 𝑥 −
𝑥H + 1
𝑥% 𝑑𝑥 + 𝑥%

𝑥H + 1
𝑥H 𝑑𝑥 ⟹𝑦? = 𝑥 −

𝑥%

2 +
1
𝑥 + 𝑥% 𝑥 −

𝑥:%

2 ⟹	
  

𝑦? =
𝑥H

2 +
1
2	
  

 یير ااست.بنابراایين جواابب عمومیي معاددله به صوررتت زز

𝑦 = 𝑦P + 𝑦? = 𝑐;𝑥 + 𝑐%𝑥% +
𝑥H

2 +
1
2	
  

 )دد١۱

𝑦""" + 𝑦"" + 𝑦" + 𝑦 = 𝑒:7 

 یيابیيم.ههمگن رراا میى معاددله ههایی جوااببپایيهبا تشکكیيل معاددله مشخصه 

𝜆H + 𝜆% + 𝜆 + 1 = 0 ⟹ 𝜆 + 1 𝜆% + 1 = 0 ⟹ 𝜆 = −1, 𝜆 = ±𝑖 

𝑥:; ،sin(lnههایی جواابب معاددله ههمگن: پایيه 𝑥)  ووcos ln 𝑥	
  

ههایی ضراایيب نامعیين، ااپرااتوررههایی معکكوسس وو تغیيیير پارراامتر (لاگراانژ) براایی یيافتن پاسخ خصوصیى اازز ههر یيک اازز ررووشش

 نمایيیيم.سواالل رراا با ددوو ررووشش ضراایيب نامعیين وو ااپرااتوررههایی معکكوسس حل میىاایين تواانن ااستفادده نمودد. میى
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	ضراایيب نامعیين :ررووشش ااوولل  

𝜆تواانن جمله نمایيیى ههایی معاددله مشخصه براابر کكه یيکكیى اازز رریيشهاایينبا توجه به  = ااست، فرمم جواابب  1−

?𝑦خصوصیى به صوررتت  = 𝐴𝑥𝑒:7 باشد. میى 

𝑦? = 𝐴𝑥𝑒:7 ⟹ 𝑦?" = 𝐴𝑒:7(1 − 𝑥) ⟹ 𝑦?"" = 𝐴𝑒:7(−2 + 𝑥) ⟹ 𝑦?""" = 𝐴𝑒:7(3 − 𝑥) 

 گذاارریی آآنن ددرر معاددله دداارریيم:کكند، با جاییددرر معاددله ناههمگن صدقق میىجایيیى کكه جواابب خصوصیى آآنناازز 

𝐴𝑒:7 3 − 𝑥 + 𝐴𝑒:7 −2 + 𝑥 + 𝐴𝑒:7 1 − 𝑥 + 𝐴𝑥𝑒:7 = 𝑒:7	
  

⟹ 𝐴 3 − 𝑥 + 𝐴 −2 + 𝑥 + 𝐴 1 − 𝑥 + 𝐴𝑥 = 1 ⟹ 2𝐴 = 1 ⟹ 𝐴 =
1
2 ⟹ 𝑦?	
   =

𝑥
2 𝑒

:7	
  

 ااپرااتورر معکكوسس ررووشش ددوومم:

 کكنیيم.پاسخ خصوصیى ااستفادده میىیی ززیير براایی محاسبه ییددرر اایين ررووشش اازز رراابطه

𝑦? =
1

𝐷 − 𝑝 X𝐹(𝐷) 𝑒
?7 =

𝑥X𝑒?7

𝑘! 𝐹(𝑝)	
  

𝑝ددرر اایين مثالل  =  ااست، بنابراایين دداارریيم: 1−

𝑦? =
1

𝐷H + 𝐷% + 𝐷 + 1 𝑒:7 =
1

𝐷 + 1 𝐷% + 1 𝑒:7 =
𝑥;𝑒:7

1! −1 % + 1 =
𝑥
2 𝑒

:7	
  

 جواابب عمومیي معاددله به صوررتت ززیير ااست.

𝑦 = 𝑦P + 𝑦? = 𝑐;𝑥:; + 𝑐% sin(ln 𝑥) + 𝑐H cos(ln 𝑥) +
𝑥
2 𝑒

:7	
  

 

2(	
  

 𝑦 𝑦% + 1 𝑑𝑥 + 𝑥 𝑦% − 1 𝑑𝑦 = 0 


	ددرر طرفیين معاددله دداادده شده دداارریيم: [𝑥\𝑦با ضربب   

 𝑥\𝑦]NH + 𝑥\𝑦]N; 𝑑𝑥 + 𝑥\N;𝑦]N% − 𝑥\N;𝑦] 𝑑𝑦 = 0 
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 براایی کكامل شدنن معاددله فوقق بایيد:

 𝜕
𝜕𝑦 𝑥\𝑦]NH + 𝑥\𝑦]N; =

𝜕
𝜕𝑥 𝑥\N;𝑦]N% − 𝑥\N;𝑦] ⟹ 

 𝛽 + 3 𝑥\𝑦]N% + 𝛽 + 1 𝑥\𝑦] = 𝛼 + 1 𝑥\𝑦]N% − (𝛼 + 1)𝑥\𝑦] 	
  

 ⟹ 𝛽 + 3 = 𝛼 + 1
𝛽 + 1 = −𝛼 − 1 ⟹

𝛽 − 𝛼 = −2
𝛽 + 𝛼 = −2 ⟹ 𝛼 = 0, 𝛽 = −2	
  

 کكنیيم.معاددله رراا به صوررتت ززیير باززنویيسیى میى 𝛽وو  𝛼گذاارریی با جایی

𝑦 + 𝑦:; 𝑑𝑥 + 𝑥 − 𝑥𝑦:% 𝑑𝑦 = 0 

,𝑢(𝑥با توجه به کكامل بوددنن معاددله بایيد تابعیى مانند  𝑦)  ددااشته باشد به نحویی کكه:ووجودد	
  

 𝜕𝑢
𝜕𝑥 = 𝑦 + 𝑦:;

	
  	
  
𝜕𝑢
𝜕𝑦 = 𝑥 − 𝑥𝑦:%

 

 توااند تابعیىگیيریی میىگیيریيم، ثابت اانتگراالل) اانتگراالل میى 𝑦(با فرضض ثابت بوددنن  𝑥اازز معاددله ااوولل نسبت به متغیير 


	باشد، لذاا خوااههیيم ددااشت: 𝑦اازز   

𝑢 = 𝑦 + 𝑦:; 𝑑𝑥 + 𝐴(𝑦) ⟹ 𝑢 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦:; + 𝐴(𝑦)	
  


	آآیيد.به ددست میى 𝐴(𝑦)به ددست آآمده ددرر معاددله ددوومم  𝑢گذاارریی با جایی  

𝜕
𝜕𝑦 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦:; + 𝐴(𝑦) = 𝑥 − 𝑥𝑦:%

	
  

⟹	
  

𝑥 − 𝑥𝑦:% +
𝑑
𝑑𝑦 𝐴 𝑦 = 𝑥 − 𝑥𝑦:% ⟹

𝑑
𝑑𝑦𝐴 𝑦 = 0 ⟹ 𝐴 𝑦 = 0	
  

 آآیيد:لذاا جواابب عمومیى به صوررتت ززیير به ددست میى

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑐 ⟹ 𝑥𝑦 + 𝑥𝑦:; = 𝑐	
  

 سعیى کكنیيد اایين سواالل رراا اازز ررووشش تفکكیيک پذیير نیيز حل کكنیيد.
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٣۳(	
  

𝑦"" + 2𝑥𝑦" − 2𝑦 = 0 

""𝑦ددرر معاددله ددیيفراانسیيل مرتبه ددوومم خطیى ههمگن  + 𝑃 𝑥 𝑦" + 𝑄(𝑥)𝑦 = یيک پایيه جواابب اایين  ;𝑦، ااگر 0

%𝑦تواانن اازز رراابطه معاددله باشد، پایيه جواابب ددیيگر معاددله رراا میى = 𝑢(𝑥)𝑦; کكه ددرر آآنن: ددست آآووررددبه 

𝑢(𝑥) =
1
𝑦% 𝑒

: c 7 @7	
  

 تر):یی بیيشااثباتت (براایی مطالعه

𝑦% = 𝑢𝑦; ⟹ 𝑦%" = 𝑢"𝑦; + 𝑦;"𝑢 ⟹ 𝑦%"" = 𝑢""𝑦; + 2𝑦;"𝑢" + 𝑦;""𝑢	
  

 ددرر معاددله خوااههیيم ددااشت:  %𝑦 گذااررییجاییبا 

𝑢""𝑦; + 2𝑦;"𝑢" + 𝑦;""𝑢 + 𝑃 𝑥 𝑢"𝑦; + 𝑦;"𝑢 + 𝑄 𝑥 𝑢𝑦; = 0 ⟹	
  

𝑢 𝑦;"" + 𝑃 𝑥 𝑦;" + 𝑄 𝑥 𝑦; + 𝑦;𝑢"" + 2𝑢"𝑦;" + 𝑃 𝑥 𝑢"𝑦; = 0	
  

 تت فوقق براابر صفر ااست، بنابراایين:جواابیى اازز معاددله ددیيفراانسیيل ااست، قسمت ااوولل اازز عبارر ;𝑦کكه با توجه به اایين

𝑦;𝑢"" + 2𝑢"𝑦;" + 𝑃 𝑥 𝑢"𝑦; = 0 ⟹ 𝑢"" + 𝑢"
2𝑦;"

𝑦;
+ 𝑃 𝑥 = 0  

"𝑢با تغیيیير متغیير  = 𝑤 :دداارریيم 

𝑤" = −𝑤
2𝑦;"

𝑦;
+ 𝑃 𝑥 ⟹ 𝑤 = 𝑒

: %6de
6d

Nc 7 @7
⟹ 𝑤 = 𝑒BC6dfO: c 7 @7	
  

⟹𝑤 =
1
𝑦;%
𝑒: c 7 @7 ⟹ 𝑢(𝑥) =

1
𝑦;%
𝑒: c 7 @7 𝑑𝑥  

𝑃ددرر اایين سواالل   𝑥 = 2𝑥  وو𝑦; = 𝑥یی فوقق خوااههیيم ددااشت:گذاارریی آآنن ددرر رراابطه، با جایی 

𝑢 𝑥 =
1
𝑥% 𝑒

: %7@7 𝑑𝑥 =
1
𝑥% 𝑒

:7O 𝑑𝑥 = ‼! 
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 )االف٤۴

𝐿:;
𝑒:ij

𝑠% + 5𝑠 − 1 	
  

آآوورریيم، سپس عباررتت ددست میىرراا به 𝐹(𝑠)شده، لاپلاسس معکكوسس  𝑒:mjخیيالل ، بیى𝑒:mj𝐹(𝑠)ددرر لاپلاسس معکكوسس 

𝑡ووجودد دداارردد به  𝑡ههر چه کكنیيم. ااوولل حاصله رراا با ددوو عمل باززنویيسیى میى − 𝑎  تبدیيل کكردده، سپس حاصل رراا ددرر

𝑢m(𝑡) کكنیيم.ضربب میى 

𝐿:;
1

𝑠% + 5𝑠 − 1 = 𝐿:;
1

𝑠 + 52
%
− 294

= 𝑒:
r
%s𝐿:;

1

𝑠% − 294
= 𝑒:

r
%s

2
29
sinh

29
2 𝑡	
  

⟹ 𝐿:;
𝑒:ij

𝑠% + 5𝑠 − 1 = 𝑢i(𝑡)	
  𝑒
:r% s:i 2

29
sinh

29
2 𝑡 − 𝜋 	
  

 بب)

𝐿 𝑒:%v cos(3𝑢)
s

w
𝑑𝑢  

ابع لاپلاسس تگیيریی شده، خیيالل عمل اانتگرااللتابعیى رراا محاسبه کكنیيم، بیى 𝑡تا  0خوااههیيم لاپلاسس اانتگراالل ووقتیى میى

;آآوورریيم وو ددرر حاصل کكارر ددست میىززیير علامت اانتگراالل رراا به
j

 کكنیيم.ضربب میى 

𝐿 𝑒:%v cos(3𝑢)
s

w
𝑑𝑢 =

1
𝑠 𝐿 𝑒

:%v cos(3𝑢)  

مانده رراا شده، لاپلاسس تابع باقیى 𝑒msخیيالل شودد، براایی محاسبه لاپلاسس آآنن بیىضربب میى 𝑒msووقتیى تابعیى ددرر 

𝑠هها رراا به  𝑠ددرر حاصل کكارر آآوورریيم. سپس ددست میىبه − 𝑎 کكنیيم.تبدیيل میى 

𝐿 𝑒:%v cos(3𝑢)
s

w
𝑑𝑢 =

1
𝑠 ×

𝑠 + 2
𝑠 + 2 % + 9 
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٥۵( 

 𝑦"" + 4𝑦 = 2𝑡	
  	
  	
  	
  ,	
  	
  	
  	
  	
  𝑦 0 = 𝑦" 0 = 0 

 گیيریيم.اازز ددوو طرفف معاددله تبدیيل لاپلاسس میى

𝑠%𝑌 𝑠 − 𝑠𝑦 0 − 𝑦" 0 + 4𝑌 𝑠 − 4𝑦 0 =
2
𝑠% ⟹ 	
  𝑌 𝑠 =

2
𝑠%(4 + 𝑠%)	
  

 ااستفادده کكنیيم.ههایی جزئیى براایی محاسبه لاپلاسس معکكوسس فوقق بایيد اابتداا اازز گسترشش کكسر به صوررتت

2
𝑠%(4 + 𝑠%) =

𝐴𝑠 + 𝐵
𝑠% +

𝐶𝑠 + 𝐷
4 + 𝑠% ⟹ 𝐴 = 0.5	
  	
  	
  	
  , 𝐶 = −0.5	
  	
  	
  	
  	
  , 𝐵 = 𝐷 = 0 

𝑦 𝑡 = 𝐿:; 𝑌 𝑠 =
1
2 𝐿

:; 1
𝑠% −

1
4 + 𝑠% =

1
2 𝑡 −

1
2 sin 2𝑡 	
  

6( 

𝑦"" + 3𝑥𝑦" + 3𝑦 = 0 

𝑥wيییي نقطه = انن صوررتت ززیير بیيتواانن بهاددله ددیيفراانسیيل ااست. بنابراایين جواابب رراا میييییي عادديییي براايییي معیيکك نقطه 0

 کكردد.

𝑦 = 𝑎{𝑥{ ⟹ 𝑦" =
|

{}w

𝑛𝑎{𝑥{:; ⟹ 𝑦"" = 𝑛 𝑛 − 1 𝑎{𝑥{:%
|

{}%

|

{};

 


	گذاارريییي ددرر معاددله ااصلیي دداارریيم:با جايییي  

𝑛 𝑛 − 1 𝑎{𝑥{:%
|

{}%

+ 3𝑥 𝑛𝑎{𝑥{:;
|

{};

+ 3 𝑎{𝑥{ = 0
|

{}w

⟹  

𝑛 𝑛 − 1 𝑎{𝑥{:% + 3 𝑛𝑎{𝑥{ +
|

{};

|

{}%

3 𝑎{𝑥{ = 0
|

{}w

 

تواانن عباررتت ددوومم وو سومم رراا ها یيکكسانن شودد. یيعنیي يییي عباررتتددرر همه 𝑥 سعیي کكنیيم تواانن nبایيد با تغیيیير متغیير 

𝑛 −  شودد. 2
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𝑛 𝑛 − 1 𝑎{𝑥{:% + 3 𝑛 − 2 𝑎{:%𝑥{:% +
|

{}H

|

{}%

3 𝑎{:%𝑥{:% = 0
|

{}%

⟹ 

2𝑎% + 𝑛 𝑛 − 1 𝑎{𝑥{:% + 3 𝑛 − 2 𝑎{:%𝑥{:% +
|

{}H

3𝑎w +
|

{}H

3 𝑎{:%𝑥{:% = 0
|

{}H

⟹ 

2𝑎% + 3𝑎w + 𝑥{:% 𝑛 𝑛 − 1 𝑎{ + 3 𝑛 − 2 𝑎{:% + 3𝑎{:% = 0
|

{}H

⟹ 

2𝑎% + 3𝑎w = 0	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  , 𝑛 𝑛 − 1 𝑎{ + 3 𝑛 − 2 𝑎{:% + 3𝑎{:% = 0 ⟹	
  

𝑎% = −
3
2𝑎w	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  , 𝑎{ = −

3
𝑛 𝑎{:%	
  

 تواانن یيه صوررتت ززیير نوشت.يییي اابتداایيیي جواابب عمومیي معاددله رراا میيبا یيافتن چند جمله

𝑦 = 𝑎{𝑥{ = 𝑎w 1 −
3
2 𝑥

% +
9
8 𝑥

� + ⋯ + 𝑎; 𝑥 − 𝑥H +
3
5 𝑥

H + ⋯
|

{}w

 

	
  

 (دداانشگاهه تهراانن جنوبب) ددیيفراانسیيل:معاددلاتت 

 

  92 دديییيسواالاتت پاسخ 
 (توسط مهندسس مجتبیي اامیينیي)

یيس خصوصیي ددررووسس علومم پایيه وو تدرر
 مهندسیي برقق

09125018980-09352540337 

 www.takhtesabz.ir ووبب سایيت:
 info@takhtesabz.ir اایيمیيل:


